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Comegamos por apresentar os problemas classicos do calculo das variagoes determimstico, 
dando enfase a condigao necessaria de otimalidade de Euler-Lagrange e Teorema de Noether. 
Como exemplos de aplicagao, obtemos as leis de conservagao da quantidade de movimento e 
energia da mecanica, validas ao longo das extremais de Euler-Lagrange. Introduzimos depois 
o calculo das variagoes estocastico e demonstramos um teorema de Noether estocastico obtido 
recentemente por Cresson. Terminamos apontando um problema interessante em aberto. 
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calculo das variagoes estocastico, teorema de Noether estocastico. 



We begin by presenting the classical deterministic problems of the calculus of variations, 
with emphasis on the necessary optimality conditions of Euler-Lagrange and the Noether 
theorem. As examples of application, we obtain the conservation laws of momentum and 
energy from mechanics, valid along the Euler-Lagrange extremals. We then introduce the 
stochastic calculus of variations, proving a recent stochastic Noether-type theorem obtained 
by Cresson. We end by pointing out an interesting open problem. 

Keywords: calculus of variations, invariance, Noether's theorem, conservations laws, stochas- 
tic calculus of variations, stochastic Noether's theorem. 
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1 Introdugao 

Um dos primeiros problemas do calculo das variagoes foi colocado por Galileu em 1630. Consistia 
em determinar a trajetoria otima que minimizasse o tempo que uma partfcula demora a percorrer 
dois pontos dados, por acao exclusiva da gravidade. Algumas decadas mais tarde, o problema 
de Galileu viria a ser resolvido pelos irmaos Bernoulli, Newton, Leibniz, Euler e Lagrange, quase 
imediatamente a seguir a invengao do calculo diferencial e integral por Newton e Leibniz. 

O problema central do calculo das variagoes consiste em encontrar uma fungao x(-) que mini- 
mize (ou maximize) o valor de uma dada funcional integral, 



onde x : [a, b] -> E n , L : [a, b] x R" x E n — > E e x = . Ja no seculo XIX e princi'pio do seculo 
XX, muitos autores tinham contribuido para a teoria da solugao de problemas deste tipo. Entre 
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outros, sobressaem os nomes de Weierstrass, Bliss e Bolza. Deste meados do seculo XX, o calculo 
das variagoes alargou-se a varios ramos: foi crescendo ate aos dias de hoje, encontrando inumeras 
aplicagoes praticas, na fisica, economia, ciencias dos materiais, engenharia e biologia [5]. Foi da 
aplicagao do calculo das variagoes a fisica que Emmy Noether chegou ao seu famoso teorema, que 
estabelece uma relagao entre a existencia de simetrias das funcionais integrals ([TJ e a existencia de 
leis de conservagao. Como caso particular do teorema de Noether podemos explicar todas as leis de 
conservagao da mecanica. O nosso objetivo principal e introduzir o moderno calculo das variagoes 
estocastico e, em particular, obter uma formulagao estocastica para o teorema de Noether. 

O trabalho encontra-se organizado em seis secgoes. Comegamos, na Secgao por introdu- 
zir o calculo das variagoes classico/determim'stico, estudando os contcudos mais importantes de 
um qualquer calculo das variagoes: formulagao do problema fundamental @, demonstragao da 
equagao de Euler-Lagrange ([3]) , definigao de extremal (Definigao [3J) e obtengao da condigao ne- 
cessaria de DuBois-Reymond © • Na Secgao [3J demonstramos o teorema classico de Noether (Te- 
orema[S]). Como exemplos ilustrativos de leis de conservagao, obtemos conservagao da quantidade 
de movimento fExemplo [T0| e conservagao de energia (Exemplo [TTj) . Na Secgao [4]introduzimos, 
com detalhe, o calculo das variagoes estocastico. O resultado principal do trabalho, o teorema de 
Noether estocastico (Teorema l43|) . e demonstrado na Secgao O Terminamos com a Secgao |6]de 
conclusao, apontando um problema em aberto: a obtengao de um teorema de Noether estocastico 
para o caso nao autonomo, com mudanga da variavel independente. 

2 O Calculo das Variagoes 

O calculo das variagoes e quase tao antigo quanto o proprio Calculo, tendo, os dois assuntos, sido 
desenvolvidos em paralelo. O calculo variational e um alicerce de muitas teorias em Fisica e tern 
um papel fundamental nessa area bem como na Matematica. O problema de minimizar funcionais 
do tipo (HJ) e, via de regra, sujeito a diferentes tipos de restrigoes como, por exemplo: 

• condigoes em x nas extremidades do intervalo, i.e., x(a) = A e/ou x(b) = B; 

• exigir que g(t, x(t), x(t)) = para t € [a, b], onde g : [a, b] x R n x R™ — > E e dada; 

• exigir que J ' g{t, x{t),x{t))dt = c, onde j:[a,fi]xI°xM"->Rccei 

O primeiro tipo de restrigao e denominado condigao de contorno e pode ser exigido em ambos 
ou em apenas um dos extremos do intervalo [a, b\. O scgundo tipo de restrigao e denominado 
de restrigao Lagrangiana, devido a sua semelhanga com as restrigoes presentes nos problemas da 
mecanica Lagrangiana. O terceiro tipo e denominado de restrigao isoperimetrica (ou integral), 
uma vez que os primeiros problemas relacionados com esta restrigao apresentavam a exigencia 
dos candidatos x terem todos o mesmo comprimento/perimetro. O intervalo [a, b] nao precisa ser 
necessariamente hxo. Este e o caso quando uma das condigoes de contorno e descrita pela curva 
de m'vel de uma dada fungao a : R 1+n — > M. Temos entao uma restrigao do tipo 



que e denominada condigao (de contorno) transversal. As restrigoes acima podem aparecer de 
forma combinada, de modo que um mesmo problema pode estar sujeito a restrigoes de diferentes 
tipos ou a varias restrigoes do mesmo tipo. Analisamos aqui apenas os problemas com condigoes 
de contorno. O problema fundamental consiste na determinagao de uma fungao x(-) € C 2 que 
minimiza uma dada funcional </[•] quando sujeita a duas condigoes de contorno: 



• cr(T,x(T)) = 0, T > a, 




(2) 



x(-) e C 2 ([a,6];M"), 
x(a) = A, x(b) = B, 
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onde supomos a < b, A, B £ R™ e £(•,-,•) S C 2 em relagao a todos os seus argumentos. Para 
facilidade de apresentagao, consideramos de seguida o caso escalar, isto e, n = 1. 

Teorema 1 (Condigao necessaria de otimalidade para o problema © — equagao de Euler-La- 
grange). Se x(-) e minimizante do problema entao x(-) satisfaz a equagao de Euler-Lagrange: 

L x (t, x(t),x(t)) - j t Li{t, x{t), x{t)) = 0. (3) 

Demonstragdo. (seguindo Lagrange) Seja x(-) urn minimizante do problema Considere-se 
uma fungao admissi'vel, na vizinhanga de x(-), arbitraria. Tal fungao pode ser escrita na forma 
x(-) + £</>(•), com 4>{a) = (f>(b) = 0. Por definigao de minimizante, a fungao 

= J[x(-) +£(/)(■)] = { L(t,x(t)+e<j)(t),x(t)+e<j)(t))dt 

J a ^ 

tern mi'nimo para e = 0, para qualquer <j){-). Como a funcional J tern um imnimo em x(-) e 
x(a) + E(j)(a) = A e x(b) + e<j)(b) — B, entao $(e) tern mmimo no ponto e = 0. Logo, 

$'(0)= f (L x {t)<P(t)+L ± (t)^(t)\dt = Q, 

J a 

onde L x (t) = L x (t, x{t), x(t)) e L±(t) — L±{t,x{t),x(t)). Integrando por partes, vem que 

*> />b t pb i 

L ± {t)4>{t)dt = L ± (t)0(t) \ b a - I -L x {t)<p{t) = - J -Liitmt) 



e, entao, 

= $ 



'(°)=J (L x (t)<l>(t) + L ± (t)fo)) dt = J (l x (t) - j t Li(t)\ cj>(t)dt. (4) 



Utilizamos, agora, o seguinte lema auxiliar, cuja demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, 
em [6j ou em [IT] . 

Lema 2 (Lema fundamental do calculo das variagoes). Se g(-) e continua em [a,b] e 



g(x)(j)(x)dx = 

para todas as fungdes <j> £ C 2 ([a,b];M) com <f>(a) = <p(b) = 0, entao g(x) = 0. 

De (j4|) resulta do Lema[2]a conclusao pretendida: L x (t) — 4rL x {t) = 0. □ 

Definigao 3. As solugoes da equagao diferencial de Euler-Lagrange Q (desconsiderando as 
condigoes de contorno) sao denominadas fungoes estacionarias ou extremais, independentemente 
do facto de serem ou nao solugoes do problema variacional ([2]) . 

Vamos apresentar um exemplo de aplicagao do Teorema [TJ 

Exemplo 4. Considere-se a funcional integral 

J[x{-)]= ( (x 2 (t)-kx 2 (t))dt (5) 
Jo 

sob as condigoes de contorno x(0) = x(n) — 0, onde k e uma constante positiva. As fungoes 
admissiveis pertencem a classe C 2 . Se x(-) e minimizante de ([5]), entao resulta de ((SJ que 

^-(2x(t)) + 2kx(t) = ^ i{t) + kx(t) = 0. 
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Trata-se de uma equagao diferencial ordinaria homogenea, de coeficientes constantes, com solugao 

x(t) = C\ cos (yktj + C 2 sin (Vktj , 

onde C\ e Ci sao constantes de integragao. As condigoes de contorno x(0) = x(ir) = implicam 
que C\ — e C'2 sin (^\/ltT^j = 0. Duas situagoes ocorrem, consoante \fk e, ou nao, um nurnero 

inteiro. Se \fk G N, entao sin (^/kir^j =0e, nesta situagao, temos uma infinidade de extremais da 

forma x{t) = Ci sin (^/kj^j , C2 € K. Sc \[~k nao for um inteiro, entao C2 = e a unica extremal 
e x(t) = 0, Wt e [0,?r]. 

Uma outra condigao necessaria classica do calculo das variagoes e a condigao necessaria de 
DuBois-Reymond. 

Teorema 5. Uma condigao necessaria para x(-) ser solugao do problema fundamental do calculo 
das variagoes e dada pela condigao de DuBois-Reymond: 

^(t, x(t), x(t)) = j t |i(t, x(t), x(t)) - ^-(t, x(t), i(t))x(t)| • (6) 

Demonstragao. Veja-se [111 Corolario 59]. □ 

3 Teorema Classico de Noether 

Emmy Noether, nascida em margo de 1882 na Bavaria, Alemanha, e considerada a "mae" da 
Algebra Moderna (Abstrata). Apos Albert Einstein publicar a sua teoria da Relatividade Geral, 
os matematicos ficaram alvorogados e permitiram-se explorar as propriedades desse novo e revolu- 
cionario territorio. A famosa teoria da Relatividade, alem de rudimcntar e estranha, apresentava 
problemas. Emmy Noether deu resposta a importantes questoes, valendo-se da simetria dos pro- 
blcmas variacionais. O teorema de Noether afirma que as leis de conservagao sao resultado das 
leis de simetria e constituiu um grande avango para a epoca. 

Encontrar a solugao geral da equagao de Euler-Lagrange © consiste em determinar solugoes de 
uma equagao diferencial de segunda ordem, geralmente nao linear e de difi'cil resolugao. As leis de 
conservagao sao especificadas por fungoes <&(t,x(t), x(t)) constantes ao longo de todas as solugoes 
x da equagao de Euler-Lagrange, o que permite baixar a ordem das equagoes diferenciais dadas 
pelas condigoes necessarias de otimalidade, simplificando o processo de resolugao dos problemas 
do calculo das variagoes (e controlo otimo) [TU] . 

Vamos considerar um grupo uni-parametrico de transformagoes de classe C 2 , da forma 

t = $(t,x,e), x = ^(t,x,e), (7) 

onde $e$ sao fungoes anahticas de [a, b] x R"x] — e,e[— > M. Admitimos que a transformagao 
para e — reduz-se a identidade: t — $(£, x, 0) = t ex — ^(i, x, 0) = x. Numa vizinhanga de 
e — 0, $ e ^/ podem ser expandidas em serie de Taylor: 

d$(t,x,0) 2 1 <9 2 $(t,x,0) , . 

dV(t,x,0) 2 1 9 2 *(i,x,0) , . 

x(t) = x(t)+e ^ J - i + e 21 d 2 ■■■ = x + X(t,x)e + o(e), 



onde 



T(t,x)= d ^°\ X(t,x)- d ^ X ^ 



de de 
Na literatura, as fungoes T e X sao designadas por geradores infinitesimals das transformagoes $ 
c 5*, rcspetivamente. 
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Definigao 6 (Invariancia de uma funcional integral ([T]) do calculo das variagoes). Dizemos que a 
funcional integral JT]) e invariante sob as transformagao infinitesimals 

ji=t + T(t,x)e + o(e), 
] x = x + X(t, x)e + o(e), 

se 

L(t,x(t),x(t))dt = L(i,x(t),x(t))di (8) 

para todo o subintervalo [t a ,tb] C [a,b]. 

Teorema 7 (Condigao necessaria de invariancia). Se a funcional integral |T]) e invariante no 
sentido da Definigao® entao 

dL dL 

— (t, x(t), x{t))T(t, x) + — (t, x(t), x(t))X(t, x) 

+ ^(t, x(t), x(t)) (x(t, x) - xf(t, xfj + L(t, x(t), x(t))f(t, x) = 0. (9) 

Demonstragao. A equagao (|8]) e valida para todo o subintervalo [i a ,^f>] € [a,b], o que nos permite 
escrever esta equagao sem o sinal de integral, ou seja, se 

'i=t + T(t,x)e + o(e), 
x — x + X(t, x)e + o(e), 

dx _ x+eX+o(e) 
dt i +E T+o(e) ' 

entao 

L(t, x(t),x(t)) = L\t + T(t, x)e + o(e),x + X(t, x)e + o(e), x + eX + °^ ) £. 

\ 1 + eT + o(e) J dt 

Derivando os dois membros da igualdade em ordem a e, e fazendo e — 0, vem que 



□ 





dL. , dL. 
0=—(t,x,x)T+—(t,x., 


x)X 


+ ^(t,x,±) (x-±t) 


+ L(t,x,x)T 


Exemplo 


8. Consideremos a funcional integi 

J[x{-)} - 


al 

= / x 2 (t)dt. 

J a 




Neste caso 


temos L(t,x(t),x(t)) = x(t) = 


. ai 
? at 


= §§=0e§§=2i(t). 


Como 




T(t,x) = 


> t = 


dT dT . <9T 
<9i dx ' 






X(t,x) => 


• X = 


<£¥ . dX 

dt dt dx ' 





(10) 



da equagao © rcsulta que 

n .,JdX .dX .(dT .dT\\ . 2 fdT .dT\ 

2x{t) [lH +x l)x-- x (m +x dx- )) +x U + ^ )=0 



.o9T . /flX dT\ n .dX n 
^x 3 —+xl 2- — + 2i— = 0, 



dx \ dx dt J dt 
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2 f=0. (13, 

De (fTTj) podemos afirmar que T nao depende de cc. Entao T(t, x) = T(t) e de (fT5)l conclui'mos 
que X nao depende de £, isto e, X(i,a;) = Jf(x). A equagao (fT2|) e satisfeita se 2^ = Isto 
implica que 2^- = constante — ou seja, 

= cx + 6i, T{t) = 2ct + b 2 , (14) 

onde c, &i e 62 sao constantes. Podemos verificar que os geradores infinitesimals definidos em (|14l) 
representam as simctrias para que a funcional (jlOp seja invariante no sentido da Definigao[6] 

O proximo teorema e um dos resultados mais importante da Fisica moderna e nao so: o teorema 
de Noether, que foi formulado e demonstrado em 1918 por Emmy Noether, e muito mais que um 
teorema. E um princi'pio geral sobre leis de conservagao, com importantes implicagoes em varias 
areas da Fisica Moderna, na Quimica, na Economia, nos problemas Estocasticos, etc. 

Teorema 9 (Teorema de Noether). Se a funcional integral ([1} e invariante no sentido da De- 
finigao entao 

dL ( dL \ 

— (t,x{t),x(t))X(t,x(t)) - lL(t,x(t),x(t)) - —(t,x(t),mm) T(t,x(t)) = const (15) 
e uma lei de conservagao. 

Demonstragao. Vamos fazer a demonstragao do teorema de Noether usando a condigao de DuBois- 
Reymond dada pelo Teorema [U A equagao de Euler-Lagrange ((3]) diz-nos que 

^(t,x(t),x(t)) = ~(t,i(t),i(i)), 
Podemos entao escrever a condigao necessaria de invariancia (j9]) como 
dL d dL 

— (t,x(t),x(t))T(t,x(t)) + - — (t,x(t),x(t))X(t,x(t)) 

+ ||(t, x(t), x(t)) (X(t, x(t)) - x(t)f(t, x(t))j + L{t, x{t),x{t))f{t, x{t)) = 0, 

ou seja, 

d dL dL 

- — {t,x(t),x(t))X(t,x(t)) + —{t,x(t),x(t))X(t,x(t)) 

+ ^(t,x(t),x(t))T(t,x(t))+T(t,x(t)) (^L(t,x(t),x(t)) - ^(t,x(t),x(t))x(t^j = 0. (16) 

Usando a condigao de DuBois-Reymond (Teorema [5]) podemos escrever (|16j) na forma 
d dL dL 

-— (t, x(t), x(t)) X(t, x(t)) + — (t, x(t), x(t))X(t, x{t)) 
+ j t ^L{t,x(t),x(t)) - ^(t,x(t),x(t))} T{t,x{t)) 
+f(t,x(t)) \ L{t,x(t) t x(t)) - ^(t,x(t),x(t)) 
j t !^(t,x(t),x(t))X(t,x(t)) + ^L(t,x(t),x(t)) - <^(t,x(t),x{t)^j T(i,x(t))| = 0. 

□ 



G 



A tftulo de exemplo, obtemos as leis de conservagao da quantidade de movimento e energia. 

Exemplo 10 (Conservagao da quantidade de movimento). Se a fungao L nao depende de x, i.e., 
L = L(t,x), ocorre conservagao da quantidade de movimento. Com efeito, neste caso a equacao 
de Euler-Lagrange © toma a forma ^Lx{t,x{t)) — 0, o que implica a lei de conservagao 

L±(t,x(t)) = constante. (17) 

Este facto pode ser obtido por intermedio do TeoremalHlja que o Lagrangiano L e invariante sob 
translagoes em x: podemos fazer t — t (T = 0) e x — x + e (X = 1) c (fT5|) reduz-se a (fT7|) . 

Exemplo 11 (Conservagao de energia). Se a fungao L nao depende de t, i.e., L — L(x, x), entao 
obtemos a lei de conservagao de energia: 

x(t)L±(x(t), x(t)) — L(x(t), x(t)) = constante. (18) 

Com efeito, para toda a solugao x da equagao de Euler-Lagrange, temos: 

j t (i(t)L ± (x(t), x(t)) - L (x(t), x(t))^j 

= J t (i(t)L ± (x(t), x(t))) - - (L(x(t), ±(t))) 

= 0. 

A lei de conservagao (|18|) resulta de (fT5|) devido ao facto do Lagrangiano L ser invariante sob 
translagoes em t: temos invariancia sob as transformagoes t = t + e(T=l)cx~x {X = 0). 

4 Calculo das Variagoes Estocastico 

Nesta secgao consideramos as derivadas de Nelson, propostas por Edward Nelson em 1967 usando 
um argumento geometrico [8]. A nao diferenciabilidade das trajetorias de um movimento Brow- 
niano, em processos de Winer, foi usada por Nelson para justificar o facto de se precisar de um 
substituto para a derivada classica. Aqui definimos derivadas de Nelson para os Bons Processos 
de Difusao (movimento Browniano) e damos algumas propriedades das derivadas estocasticas. 



4.1 Derivada Estocastica de Nelson 

Nesta secgao vamos ver algumas das propriedades das derivadas estocasticas, nomeadamente a 
regra da derivada do produto para derivadas de Nelson. Definimos derivadas estocasticas para 
funcionais de processos de difusao e especificamos quando um processo e Nelson diferenciavel. 

Consideremos um espago de probabilidade (f2, J 7 , P), onde (f2, F) e um espago mensuravel e P 
uma probabilidade nele defmida. O espago amostral representa o conjunto (suposto nao-vazio) 
de todos os possiveis resultados de uma experiencia ou fenomeno aleatorio; T 6 uma er-algebra, 
isto e, uma classe nao-vazia de subconjuntos de fechada para o complementar (se A G entao 
o complemento e definido por A c := 57 — A e F) e para unioes contaveis (se A n £ J 7 , n = 1,2, . . ., 
entao U n A n e J). Os conjuntos A € J- sao chamados acontecimentos ou conjuntos mensuraveis. 
A probabilidade P e uma fungao de T em [0, 1], normada (P(Q) = 1) e c-aditiva. Seja Vt uma 
filtragao, isto e, uma sucessao V t da cr-algebra de J 7 , crescente, isto e, tal que V t < Vt+i eTje 
uma filtragao decrescente. 

Definigao 12. Dizemos que X e adaptada aVt (adaptada a Ft) se, para cada t, X eVt mensuravel 
(Tt mensuravel). 

Definigao 13. Seja X t (-) um processo definido em I X CI. O processo diz-se um SO-processo se: 
X t (-) tern um caminho simples contmuo; X t (-) e Vt e Tt adaptado para cada t E I; X t e L 2 (Q); 
e a aplicagao t — > Xt, de I em L 2 (Vt), e continua. 
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Definigao 14 ([3])- Seja X t (-) um processo. Dizemos que X t (-) e um Sl-processo se ele for um 
SO-processo e 

DX t := lim h- l E[X t+h -X t \Pt], 

?l-K>+ 

D*X t := lim h- x E[X t -X t _ h \F t ], 

existirem em L 2 (il), para t E I, e as aplicagdes t — > DX t e t — > D*X t forem continuas de I em 
L 2 (Q). A DX t e D*X t chamamos, respetivamente, derivada de Nelson estocdstica a direita e a 
esquerda. 

Definigao 15. Denotamos por C 1 (/) o espago dos Sl-processos munido da norma 

\\X\\ = sup (\\X(t)\\ L 2 {u}) + \\DX(t)\\ L2(u) + ||D,X t || £a(tl>) ) . 
tei 

Vamos agora enunciar um teorema para as derivadas de Nelson dos bons processos de difusao. 

Definigao 16 (Definigao 1.5 de [3]). Denotamos por A 1 os processos de difusao X que satisfazem 
as seguintes condigoes: 

1. X e solugao da equagao diferencial estocdstica 

dX(t) = b(t, X{t))dt + a(t, X(t))dW(t), X(0) = X a , 

onde X € L 2 (fi), W(-) e movimento V '-Browniano , b :7xR d R d e a : 7x R d ->• R d (g) R d 
sao fungoes Borel mensurdveis satisfazendo as seguintes hipoteses: existe uma constante K 
tal que para todos os x,y £ R d temos 

sup(|a(t,z) - a(t,y)\ + \b(t,x) - b{t,y)\) < K\x - y\, 
t 

sup(Ki,aO| + |&(t,a:)|) <K(l + \x\). 
t 

2. Para todo o t £ I, X{t) tern uma fungao densidade pt(x) no ponto x. 

3. Fixando aij = (aa*)ij , para qualquer i 6 {1, . . . ,n} e para qualquer to G /, 

/ \dj (a^ (t, x)pt(x)) | dxdt < +oo. 

to JR d 

4- X(-) e uma difusao J- '-Browniana. 

Teorema 17 ( 4 ). Seja X € A 1 tal que dX(t) = b(t, X(t))dt + a(t, X(t))dW(t) . Entao X e 
difusao de Markov com a respetiva filtragao crescente (Vt) e filtragao decrescente [Tt). Alem 
disso, DX e D„X existem em relagao a estas filtragoes, sendo dadas por 

DX(t) = b(t,X(t)), D*X(t) = K(t,X(t)), 

onde 

bUt,x)=b%x)- d ^ aij{ \ X l Pt{x)) 

Pt(x) 

com x — > pt{x) a densidade de X(t) em x e a convengao que o termo pt ^ x ^ e zero se Pt(x) = 0. 

Definigao 18. Denotamos por T>^ o operador definido por 

D + D* . D-D, 
= Vi^ , fi = ±l. 
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Vamos definir derivadas estocasticas para as funcionais dos processos de difusao f(t,X t ), onde 
X t e urn processo de difusao e / uma funcao suave. 



Definicao 19. Denotamos por C 6 ' (IxR d ) o conjunto das fungdes f : IxR d 
tais que d t f , V/ e d XiXj f existem e sdo limitadas. 

Lema 20 ([4 ). Se X G A 1 e / G C 1 ' 2 ^ x eniao 



(i.sc) -> f(t,x), 



Df(t,X(t)) 



dtf + DX(t)-Vf+-a ij d XiXj f 



d t f + D*X{t)-Vf-~(jid XiXj f 



DJ(t,X(t)) 

Corolario 21 ([4 ). Se X £ A 1 e f G C x ' 2 (/ x E d ), entao 



T> M f(t,X(t)) 



d t f + V„X(t)-Vf + ^d XiX J 



(t,X(t)), 
(t,X(t)). 

(t,X(t)). 



Corolario 22 (g]). 5e X G A 1 com coeficiente de difusao constante a e f G C 1,2 (/ x R" 1 ), entao 

r 2 



V^f{t,X{t)) 



d t f + V^X{t)-Vf 



A/ 



(*,*(*))• 



O teorema que se segue da-nos a formula para o calculo da derivada do produto estocastico de 
Nelson, analoga a regra usual de Leibniz (fg) 1 = f'g + fg' da derivada do produto. 

Teorema 23 (gj). & I, 7 e C^J), enido 

d 



£[A(i)F(t)] = E [DX(t) ■ Y(t) + X(t) ■ D*Y(t)] 



Lema 24 (g]). Se A, F G C 1 ^), entdo 

^-E[X(t)Y(t)} = E \Re(VX(t)) ■ Y(t) + X(t) ■ ReCDYCt))] , 
at 

E \Im{VX{t)) ■ Y{t)] = E [X{t) ■ Im{VY{t))] . 
Vamos agora definir quando um processo e Nelson diferenciavel. 

Definicao 25. Um processo X e dito de Nelson diferenciavel se DX = D^X . Escrevemos entdo 
que X G A/" 1 (7). 

Corolario 26 (gj). Sejam X, Y G C^(I). Se X e Nelson diferenciavel, entdo 



E [V^X{t) ■ Y{t) + X{t) ■ VpYQt)] = -E[X{t)Y{t) 



(19) 



Seguindo a abordagem feita em g] , vamos associar uma equagao de Euler-Lagrange estocastica 
a uma funcional estocastica, mostrando que existe uma analogia com o Princfpio da Acao Minima. 
Para isso comecamos por introduzir os conceitos de funcional estocastica e processo L-adaptado. 

4.2 Funcional e Processo L-adaptado 

Nesta seccao denotamos por / um dado intervalo aberto (a, 6), a < b. 
Definicao 27. Um Lagrangiano admisswel e uma fungdo L tal que 

1. A fungdo L(x,v,t) e definida em W l x C d x R. holomorfa na segunda varidvel. 
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2. L 6 autonomo, isto e, L nao depende do tempo: L(x,v,t) = L(x,v). 
Definigao 28. Seja L um Lagrangiano admisswel e 



X e C\I),E 



\L(X(t),V„X(t))\dt 



< oo 



A funcional associada a L e definida por 

'E^C 



F r 



X i-» E 



L(X(i),l^X(i))di 



(20) 



Definigao 29. Seja L um Lagrangiano. Um processo X 6 C 1 (/) 6 chamado de L-adaptado se: 

1. para todo ot£ I, d x L{X{t),V^X{t)) eV t e T t mensurdvel e d x L(X(t),V^X(t)) G L 2 (Q); 

2. d v L{X(t),V„X(t)) eC^J). 

4.3 Espago Variacional 

O Calculo das Variagoes considera o comportamento das variagoes no ambito do espago funcional 
subjacente. Um cuidado especial deve ser tornado no caso estocastico, para definir qual e a classe 
de variagoes que estamos a considerar. Usamos a seguinte definigao: 

Definigao 30. Seja T um subespago de C 1 (/). A T-variagdo de X e um processo estocastico da 
forma X + Z, onde Z G T. Por outro lado. 

r s = {z e r,vx e e,z + x e s}, 

onde Th denota um subespago de T. 

Vamos considerar dois subespagos variacionais: A/' 1 (/) e C 1 (I). 

4.4 Funcional T-Diferenciavel e Processo T-Critico 

Vamos definir fungao diferenciavel. No que se segue T e um subespago de C 1 (7). 

Definigao 31. Seja L um Lagrangiano admisswel. A funcional Fj diz-se T- diferenciavel em 
X e Ed L se 

Fi (X + Z) - Fi (X) = dFi (X, Z) + R(X, Z) 

para todo o Z G T&, onde dFj{X, Z) e uma fungao linear e R(X, Z) — o(|| Z ||). 

A nossa proxima definigao e a de processo critico estocastico. 

Definigao 32. Um processo Y-critico para a funcional Fj e um processo estocastico X G E n L 
tal que dFi(X, Z) = para todos os Z G r~ com Z(a) = Z(b) = 0. 

O Lema 1331 considera o caso em que T = C 1 (L) enquanto o Lema [33] considera T — TV 1 (J). 

Lema 33 (Cap. 7 de [4]). Seja L um Lagrangiano admisswel com todas as segundas derivadas 
limitadas. A funcional Fi definida em (|20[) e C X (L)- diferenciavel para todo o X G EDL e C 1 (/)h = 
C (I). Para todos os Z G C 1 (/) 7 o diferencial de Fi e dado por 



dF!{X,Z) = E 



8L 

dx 



(X(u),V^X(u))-V^, 



dL 

dx 



(X(u),V^X(u)) 



Z{u)du 



+ g(Z,d v L)(b)-g(Z,d v L)(a), 



onde g(Z,d v L)(s) = E [Z(u)d v L(X(u),V^X(u))}. 
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Lema 34 (Cap. 7 de [3]). Seja L um Lagrangiano admisswel com todas as segundas derivadas 
limitadas. A funcional Fj definida em (|20p e A/" 1 (I)-diferencidvel para todo o X G 5 n C e 
A^ 1 (/)h = Para todos os Z G M (I), o diferencial e dado por 



dF!{X,Z) = E 



dL 
d.r 



dL 

(X(u),T>pX(u))-V„ ( —(X(u),V^X(u)) 



Z{u)du 



+ g(Z,d v L)(b)-g{Z,d v L)(a), 



onde g{Z,d v L)(s) = E[Z(u)d v L(X{u),V fl X(u))}. 

4.5 Equagao de Euler— Lagrange Estocastica 

Nesta secgao vamos determinar a equagao de Euler-Lagrange estocastica. Tambem aqui, conside- 
ramos dois casos para o subespago variacional: e C 1 (J). 

4.5.1 CasoC 1 ^) 

Teorema 35. Seja L um Lagrangiano admisswel com todas as segundas derivadas limitadas. Uma 
condigdo necessdria e suficiente para que o processo S G C fl C 3 (I) seja um processo C x (L)-critico 
associado a funcional Fi e dada por 



^-(X(t),V,X(t))-V^ 



— (X(t),V,X(t)) 



= 0. 



(21) 



Demonstragao. Sem perda de generalidade, consideramos / = (0, 1). Seja X G C 3 (I) uma solugao 
de 



dL 

— (X(t),V,X(t))-V^ 



— (X(t),V,X(t)) 



0. 



Entao, X e C 1 (/)-critico associado a funcional F]. Se X e C 1 (/)-critico associado a funcional Fj, 
isto e, dFj(X, Z) = 0, temos 

Re(dF!(X, Z)) = Im{dF I (X, Z)) = 0. 



Vamos definir 



I dL 

Z£\u) = 4>^{u).Re i^—(X(t),V,X(t)) - V- 



dL 

dv 



(X(t),^X(t)) 



dL, 



Z)t\u) = <ftf>(u)Jm ( — (X(t),V^X(t)) -V^ 



dL 

— (X(t),V^X(t)) 
dv 



onde {(j^n) e uma sequencia de C°°([0, 1] — > K + ) determim'stica em [0,1], isto e, para todo 

o n G N, (f> n (0) = n (l) = e <f) n = 1 em [a„,/3„] com < a n , (3 n < 1, limbec a n = e 
lim„_ ! . 00 P n = 1. Assim, para todo onCff, 



<9L 

^.H-Re* ( — (X(t),V^X(t)) 



Re(dF x {X 1 zV>)) = E 

J\e 2 (^-(X(t),V»X(t))-V 



dL 

dv 



(X(t),V^X(t)) 



du 



= 0, 



E 

Usando o mesmo argumento, 
E 



dL 

— (X(t),V^X(t)) 



J\m 2 ^(X(t),V(i))-5., 



dL 

dv 



(X(t),V^X(t)) 



du 



du 



0. 
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Portanto, para quase todos os t £ [0, 1] e quase todos w £ Q, 

= 0. 



dL 

dx 



— (X(t),V^X(t))-V^ 



— (X(t),V,X(t)) 



□ 

A equagao (l2"Tj) e chamada de equagao de Euler-Lagrange estocastica. 
4.5.2 CasoA/" 1 ^) 

A demonstragao do proxima lema pode ser encontrada no Cap. 7 de [4]. 

Lema 36. Seja L um Langrangiano admisswel com as segundas derivadas limitadas. Se X e 
solugao da equagao de Euler-Lagrange estocastica 



dL 

— (X(t),V,X(t))-V^ 



dL 

dv 



0, 

entao X e um processo J\f 1 (I)-critico para a funcional Fj associada a L. 



5 Teorema de Noether Estocastico 

Nesta secgao vamos demonstrar um Teorema de Noether no contexto estocastico para proble- 
mas autonomos. Para isso vamos dcfinir, scguindo Cresson [3], vetor tangente a um processo 
estocastico, suspensao estocastica de uma farm'lia parametrica de difeomorfismos, invariancia e 
primeiro integral estocastico. 

Seja X £ C 1 (I) um processo estocastico. Definimos vetor tangente a um processo estocastico 
de modo analogo a vetor tangente de X no ponto t. 

Definigao 37. Seja X £ C 1 (7), I C K. vetor tangente a X no ponto t e dado por T>X(t). 

Vamos agora introduzir a nogao de suspensao estocastica de uma fanhlia parametrica de dife- 
omorfismos. 

Deflnigao 38. Seja <fi : M. d — > M. d um difeomorfismo. A suspensao estocastica de <j> e a aplicagao 
<t> : P — > P definida por 

MX £ P, *(X)t{w) = <f>(X t (w)). 

Definigao 39. Um grupo uni-parametrico de transformagoes $ s : T — > T, s £ R. onde T C 
P, e chamado de <j)-grupo de suspensao agindo em T se existir um grupo uni-parametrico de 
difeomorfismos <j) s : R d — > M. d , s £ M., de tal forma que para todo oseK temos: 

1. (fr s e uma suspensao estocastica de 4> s ; 

2. IeT, <j> s {X) £ T. 

Lema 40 ([3]). Seja $ = (0 s ) se H uma suspensao estocastica de um grupo uni-parametrico de 
difeomorfismos. Entao, para todo o X £ A, temos para todo o t £ L e todo o s £ R que 

1. a aplicagao s H> V^ s X(t) £ C^M); 



2. &[V m (MX))]=T>m 



04>s(X) 



Seja X £ C°°(I) e (f> : M d — > M. d um difeomorfismo. A imagem de X sob a suspensao estocastica 
de (f>, denotada por $, induz de modo natural uma aplicagao para os vetores tangentes, denotada 
por e chamada de aplicagao linear tangente, definida como na geometria diferencial classica: 
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Definigao 41. Seja $ uma suspensao estocdstica de um difeomorfismo <f> tal que a sua k-esima 
componente <jA k > pertence a T . A aplicagao linear tangente associada a e denotada por e 
definida para todo o X € C°°(Z) por = T($(X)) = ($(X),D($(X))). 

Obtemos entao a seguinte nogao de invariancia sob a agao de um grupo uni-parametrico de 
difeomorfismos . 

Definigao 42. Seja $ = {(f> s } se s. um grupo uni-parametrico de difeomorfismos e seja L : C 1 (/) — > 
C^(I). A funcional L e invariante sob $ se L(0*X) = para fodos o ^£ f . 

Como consequencia da Dcfinigao[42l se L e invariante temos que L (<fi*X; D^^X)) — L(X, DX) 
para todo osdeleC'fJ). Estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o teorema de 
Noether no contexto estocastico. 

Teorema 43 (Teorema de Noether Estocastico). Seja L um Lagrangiano admisswel com todas 
as segundas derivadas limitadas e invariante sob um grupo uni-parametrico de difeomorfismos 
$ = {</> s } s6 r. Seja Fi a funcional associada a L e definida por (|20[) em EE. Seja X 6 SH L de 



um ponto estaciondrio de F] 


. Entao, 




dt 


OyL - — 

os 


s=0- 



= o, 

dt L os S=Q \ 
onde Y s = <5 S (X). 

Demonstragao. Seja Y(s, t) = (j) s X(t), s6Ret6[a,6], Se L e invariante sob <£> = {0 S } S £R, entao 

^-L(X(s,t),V li Y(a,t))=0 
os 

com Y(-,t) e V^Y(-,t) G C X (R) V t G [a, 6]. Temos, por conseguinte, 

os as 



que 6 cquivalcnte a 



9 X L • — + d v L ■ V u — = 



<9s 



<9r 



ds 



com X = F| s= o um processo estacionario para Fj. Resulta entao que d x L = V^dyL. Como 
consequencia, 



dY 



[D^dyL] . — + d v L-VA — )= Q 



ds 



dY 



ds 



E 



dY 

[V^dyL] ■ — +d v L-V tl 
ds 



dY 
#7 



Usando a regra do produto (fH?]) . 



d 

-r E 

dt 



d v L- — 
ds 



s=0- 



□ 



6 Conclusao 

Ao longo deste trabalho estudamos problemas estocasticos do calculo das variagoes e, em particu- 
lar, obtivemos uma formulagao estocastica do Teorema de Noether. Generalizagoes no contexto 
do controlo otimo podem ser encontradas na dissertagao de mestrado do primeiro autor [2]. 
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O nosso estudo dos problemas estocasticos do calculo das variagoes e do Teorema de Noether 
estocastico, foi realizado tendo em conta a abordagem proposta por Cresson e Darses em 0]. 
Outras abordagens sao possfveis, como seja a de Zambrini |12j . que em 1980 apresentou duas ex- 
tensoes do teorema fundamental do calculo das variagoes estocastico, importantes para problemas 
da fisica que envolvem restrigoes jl] 113) . Lazaro-Caim e Ortega, utilizando ferramentas da analise 
global estocastica introduzidas por Meyer e Schwartz, obtiveram uma generalizagao estocastica 
das equagoes de Hamilton 7j. Recentemente, num artigo de Cresson e Darses [5], foi demonstrado 
que as equagoes de Navier-Stokes admitem uma estrutura Lagrangiana com a incorporagao de sis- 
temas estocasticos Lagrangianos. Estas equagoes coincidem com as equagoes de Euler-Lagrange 
de uma funcional variacional estocastica, ou seja, sao sistemas de Euler-Lagrange estocasticos. 

O Teorema de Noether estocastico e apresentado neste trabalho apenas para o caso autonomo. 
Estabelecer um teorema de Noether estocastico para o caso nao autonomo, com mudanga da 
variavel independente t, e um problema em aberto. 
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